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Come è noto, le gru a ponte e a cavalletto ven-
gono impiegate in numerose applicazioni in-
dustriali e commerciali per la movimentazione
di merci e parti di macchine.
La necessità di rendere più efficienti le opera-
zioni di spostamento richiede di raggiungere ve-
locità di traslazione sempre maggiori, mante-
nendo tuttavia il controllo delle oscillazioni del
carico.
I fenomeni oscillatori si innescano soprattutto
durante le fasi di accelerazione e di decelera-
zione del carro (trolley), al quale il carico è ap-

plicato: infatti, se i tempi di avviamento e di ar-
resto sono troppo ridotti, il valori di accelera-
zione in gioco possono produrre forze d'iner-
zia tali da determinare movimenti del carico di
ampiezza molto elevata, generando situazioni
pericolose per gli operatori.
Si tenga inoltre presente che, proprio a causa
delle modalità di applicazione del carico, so-
speso al trolley tramite funi, le azioni dissipati-
ve sono di modesta entità e, di conseguenza, ri-
sulta particolarmente difficile eliminare in bre-
ve tempo un fenomeno oscillatorio innescato
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per effetto di una movimentazione troppo rapi-
da.
Nella maggior parte dei casi il controllo delle o-
scillazioni viene effettuato manualmente, con-
fidando nell'abilità del manovratore che, grazie
alla sua esperienza pratica, gestisce le operazio-
ni di movimentazione del trolley in modo da e-
liminare o ridurre al minimo le condizioni di ri-
schio.
Grazie al sempre più diffuso impiego di servo-
motori controllati, anche nel settore delle mac-
chine per sollevamento e trasporto di merci, ap-
pare oggi sempre più conveniente controllare le
oscillazioni del carico tramite un'opportuna pia-
nificazione del movimento del trolley, pianifi-
cazione che deve ovviamente essere condotta sul-
la base di una serie di parametri noti, quali la lun-
ghezza delle funi, il tempo di azionamento ri-
chiesto, il grado di smorzamento del sistema rea-
le, ecc.
Il problema sopra esposto è stato oggetto di un'e-
stesa attività di ricerca da oltre vent'anni: i con-
tributi forniti dai vari gruppi di ricerca (vedi bi-
bliografia) riguardano soprattutto lo sviluppo di
modelli matematici per simulazione, lo studio di
tecniche di controllo in anello aperto o chiuso,
la robustezza del metodo al variare dei parame-
tri del sistema, ecc.
Questo studio mira a dare un contributo al pro-
blema del controllo delle oscillazioni, propone
una soluzione basata sulla sintesi di leggi di mo-
to ottimizzate sotto l'aspetto dinamico; il pro-
blema di pianificazione presentato può essere vi-
sto come un classico problema di ottimizzazio-
ne vincolata su più variabili, in cui occorre mi-
nimizzare una funzione obiettivo.
Di seguito vengono analizzati i dettagli relativi
alla modellazione del sistema dinamico e alla de-
finizione delle leggi di moto utilizzate per l'a-
zionamento del trolley; verranno inoltre pre-
sentati i risultati ottenuti dalle simulazioni nu-
meriche effettuate.

Modello dinamico 
di una gru a ponte
Il modello dinamico semplificato di una gru a
ponte e del suo carico è rappresentato schema-
ticamente in figura 1.
In questo studio, effettuato nello spazio bidi-
mensionale, si assume che la fune sia perfetta-
mente rigida, di massa trascurabile e di lun-

ghezza L costante; inoltre si ritiene che il trolley
possa eseguire con precisione la legge di moto
x(t) richiesta. 
Quest'ultima ipotesi può essere considerata va-
lida se, per l'azionamento del trolley, si utilizza
un servomotore con controllo di posizione e di
velocità in anello chiuso.
Gli effetti dovuti alle dissipazioni energetiche
durante le oscillazioni del carico vengono con-
siderati nel modello matematico mediante l'in-
troduzione di uno smorzatore viscoso avente co-
stante di smorzamento pari a c; il valore di tale
costante può essere ricavato mediante prove spe-
rimentali di vibrazione libera, misurando la ri-
duzione dell'ampiezza di oscillazione ad ogni ci-
clo. 
Utilizzando come coordinata libera l'angolo di
inclinazione J della fune rispetto alla verticale,
l’equazione di moto del sistema risulta:

(1)

dove M indica la massa del carico, L la lunghez-
za della fune e g l’accelerazione di gravità.
Introducendo ora l'ipotesi di piccole oscillazio-
ni (sin δ ≅ δ, cos δ ≅ 1) tale equazione può es-
sere riscritta nella forma:

(2)

in cui compaiono la pulsazione propria ωn del
sistema ed il fattore adimensionale di smorza-
mento ξ, definiti dalle relazioni:

(3)

Essendo nota la legge di accelerazione ẍ(t) del
trolley, è possibile calcolare la soluzione dell'e-
quazione differenziale (2) mediante procedi-
menti analitici o numerici; in questo modo si ot-
tiene l’andamento nel tempo dell’angolo δ di in-
clinazione della fune rispetto alla verticale.
Se la legge di moto del trolley viene scelta op-
portunamente, è possibile ridurre le oscillazio-
ni del carico sospeso senza ridurre i tempi di mo-
vimentazione. 
Il paragrafo seguente fornisce alcuni dettagli ma-
tematici relativi alla famiglia di leggi di moto u-
tilizzate per raggiungere questo obiettivo.

Definizione della legge 
di moto
Per pianificare il movimento del trolley è con-
veniente utilizzare una classe di leggi di moto il
cui profilo possa essere modificato con facilità a-
gendo su un insieme opportuno di parametri nu-
merici.
Tali parametri (detti coefficienti di forma) devono
consentire all'utente di variare il profilo di acce-
lerazione mantenendo il rispetto delle condi-
zioni di continuità ai limiti dell'intervallo di a-
zionamento.
Utilizzando, ad esempio, leggi di moto trape-
zoidali è possibile modificare il profilo di acce-
lerazione agendo su sette valori numerici δi = ti/tf

(i = 1, ... ,7) che rappresentano frazioni del tem-
po totale di azionamento tf. Queste leggi di mo-
to, ampiamente utilizzate in letteratura per la
progettazione di meccanismi a camma, possono
essere utilmente impiegate anche per il control-
lo delle oscillazioni di carichi sospesi. 
In figura 2 è rappresentato un esempio di legge
di moto a sette segmenti con raccordi sinusoi-
dali fra i tratti ad accelerazione costante.
Per confrontare differenti leggi di moto appar-
tenenti alla stessa famiglia si calcolano due coef-
ficienti adimensionali denominati rispettiva-
mente coefficiente di velocità e coefficiente di
accelerazione; tali coefficienti, solitamente indi-
cati con i simboli cv e ca, sono definiti dalle se-
guenti relazioni:

(4)

in cui h indica lo spostamento che il trolley de-
ve effettuare.
Nei casi in cui i valori massimi di accelerazione
positiva e negativa risultino differenti (come ac-
cade nel grafico di figura 2) si definiscono due
diversi coefficienti di accelerazione, indicati ri-
spettivamente con i simboli ca+ e ca-.
Appare interessante sottolineare come i coeffi-
cienti di velocità e di accelerazione possano es-
sere espressi in funzione dei coefficienti δi (le e-
spressioni analitiche dettagliate sono reperibili
in [1]). Utilizzando il formalismo matematico
possiamo quindi scrivere:

(5)
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dove δ = {δ1 δ2 ... δ7}T è un vettore contenente i
coefficienti che definiscono la legge di moto,
mentre p, q ed r rappresentano tre opportune
funzioni delle sette variabili scalari δi (i = 1, ... ,7).
Chiaramente è sempre possibile ridurre il nu-
mero di variabili da cui dipende la forma del pro-
filo, definendo opportune relazioni fra i coeffi-
cienti. A titolo di esempio si riportano in figura
3 due leggi di moto semplificate, dipendenti sol-
tanto da due parametri, indicati con i simboli λ
e μ, ed aventi entrambe il tratto centrale nullo
(δ4 = 0).
Per la legge di figura 3a il vettore dei parametri
è:

(6)

con 0 ≤ λ, μ ≤ 0.25, mentre per la legge di fi-
gura 3b il vettore risulta:

(7)

con 0 ≤ λ, μ ≤ 0.5.

Eliminazione 
delle oscillazioni
Viene qui descritto l'approccio utilizzato per ri-
durre le oscillazioni del carico sospeso. In parti-
colare ci si soffermerà sulla possibilità di ridur-
re le oscillazioni che si manifestano al termine
della corsa del trolley (oscillazioni residue), ov-
vero quando il carico è pronto per essere depo-
sitato. Come si è detto in precedenza, il risulta-
to deve essere ottenuto senza ridurre la velocità
media del trolley (mantenendo quindi invariati
sia lo spostamento da compiere, sia il tempo di
azionamento) ed agendo esclusivamente sulla
legge di moto utilizzata per la movimentazione.

Chiaramente occorrerà anche verificare che la
legge di moto prescelta non solo elimini le o-
scillazioni residue, ma mantenga entro limiti ac-
cettabili anche le oscillazioni del carico durante
la fase di movimentazione.
La presenza di oscillazioni residue indica chia-
ramente che, al termine dell'intervallo di azio-
namento, (cioè all’istante di tempo t = tf) il cari-
co possiede ancora una certa quantità di energia
meccanica, sotto forma di energia cinetica e di

energia potenziale gravitazionale: tale energia
determina un’oscillazione indesiderata del cari-
co per t > tf. L’ampiezza di tale oscillazione si ri-
duce progressivamente a causa dei fenomeni dis-
sipativi, ma il tempo necessario per ottenere l’ar-
resto completo del carico può essere notevole,
in quanto il coefficiente di smorzamento del si-
stema risulta solitamente molto basso. Se, tramite
un'adeguata pianificazione del moto del trolley,
si riesce ad azzerare o a minimizzare il valore del-
l’energia meccanica finale, l'oscillazione residua
verrà eliminata o comunque ridotta in ampiez-
za.
Partendo da queste considerazioni si può affer-
mare che l’energia finale, che indicheremo con
il simbolo Ef , gioca il ruolo di funzione obietti-
vo: essa varia in funzione della legge di accele-
razione del trolley e quindi dipende dai sette
coefficienti contenuti nel vettore δ; con forma-
lismo matematico possiamo quindi scrivere:

(8)

Il problema di ottimizzazione che occorre risol-
vere richiede quindi di determinare i valori dei
parametri contenuti nel vettore δ per i quali la

funzione Ef risulta minima; il calcolo può esse-
re effettuato con opportune tecniche matemati-
che, ampiamente documentate in letteratura (si
veda ad esempio [2]) ed oggi facilmente reperi-
bili all’interno di pacchetti software commercia-
li per calcolo tecnico-scientifico.
Al fine di evitare che l'algoritmo utilizzato per
la ricerca del minimo possa assegnare ai coeffi-
cienti della legge di moto valori non accettabili,
è bene introdurre opportuni vincoli algebrici sul-

2. Legge di moto
trapezoidale a
sette segmenti, 
con raccordi sinusoidali
fra i tratti ad
accelerazione costante.

trasmissioni meccaniche & motion control 337 OTTOBRE 2009

3.  Leggi di moto derivate 
dal profilo generale rappresentato 

in figura 2, ma dipendenti da due soli parametri λ e μ .

a

b



le variabili: ad esempio, per le leggi di movi-
mentazione a sette segmenti, i coefficienti δi do-
vranno risultare tutti positivi (o al limite nulli);
tenendo inoltre presente che tali parametri so-
no definiti come rapporto fra i tempi parziali ti

e il tempo totale di azionamento tf, la loro som-
ma dovrà essere uguale all’unità.
Facoltativamente si possono inserire vincoli sup-
plementari in modo tale da rispettare i valori
massimi consentiti per i coefficienti di accelera-
zione e di velocità; in tal caso occorre ricavare le
espressioni analitiche delle funzioni p(δ), q(δ) ed
r(δ) definite in precedenza ed imporre le condi-
zioni:

(9)

in cui i simboli con l'asterisco indicano i valori
limite consentiti dei coefficienti di accelerazio-
ne e di velocità.
Ovviamente la procedura di ottimizzazione può
essere applicata anche a leggi di moto dipendenti
da un numero di parametri inferiore a sette, co-
me nel caso delle leggi di moto riportate in fi-
gura 3.

Risultati teorici
In questo paragrafo si riporta un esempio di ot-
timizzazione del movimento, realizzato me-
diante simulazione numerica.
I calcoli sono stati svolti supponendo di dover
movimentare un carico sospeso ad una fune di

lunghezza L = 5 m in un tempo tf = 12 s coprendo
una distanza h = 10 m. Per tenere conto dei fe-
nomeni dissipativi è stato introdotto un fattore
di smorzamento ξ= 0.02. Con in dati sopra ri-
portati il periodo proprio delle piccole oscilla-
zioni Tn è uguale a 4.48 secondi, mentre il rap-
porto fra il periodo proprio ed il tempo di azio-
namento risulta Tn/tf = 0.373.
L'ottimizzazione è stata effettuata utilizzando u-
na legge di moto con profilo di accelerazione di-
pendente da due parametri λ e μ, analogo a quel-
lo rappresentato in figura 3a. Dovendo eliminare
le vibrazioni residue, si è scelto di minimizzare
l'energia totale finale, in accordo con i criteri e-
sposti nel paragrafo 4. La figura 4 mostra gli ef-
fetti del procedimento di ottimizzazione attua-
to; i diagrammi a sinistra riportano gli andamenti
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4. Simulazioni dinamiche con legge di moto non ottimizzata e con legge ottimizzata:
a) accelerazione del trolley (caso non ottimizzato);  b) accelerazione del trolley (caso ottimizzato);  c) angolo di oscillazione del carico (caso non

ottimizzato);  d) angolo di oscillazione del carico (caso ottimizzato).



temporali dell'accelerazione del trolley e del-
l'angolo di oscillazione del carico per un caso non
ottimizzato, mentre la colonna a destra riporta i
corrispondenti diagrammi per il caso ottimizza-
to.
Il confronto fra i grafici di figura 4c e 4d mette
in evidenza la scomparsa della vibrazione resi-
dua per t > tf; gli stessi grafici mostrano inoltre
che la differenza (Δϑ = ϑmax-ϑmin) durante il trat-
to di azionamento non subisce variazioni di ri-
lievo nei due casi.

Conclusioni
Le simulazioni effettuate mostrano che la tecni-
ca descritta nell’articolo può contribuire a ridurre
le oscillazioni di carichi sospesi, senza ridurre i
tempi di azionamento e la corsa da effettuare.
La pianificazione del moto viene effettuata fuo-
ri linea, tramite un modello matematico del ca-
rico oscillante ed una procedura numerica di ot-
timizzazione, il cui scopo è quello di modifica-
re la legge di movimento del trolley fino ad ot-
tenere le migliori prestazioni in termini di am-
piezza di oscillazione. La legge di moto otti-
mizzata può essere successivamente trasferita
nella memoria del controllore che gestisce l'a-
zionamento del trolley stesso.
La modifica della legge di movimento viene ef-
fettuata agendo su una serie di coefficienti nu-
merici, i cui valori determinano in modo uni-
voco l'andamento dei profili di spostamento, ve-
locità ed accelerazione: è anche possibile espri-
mere i valori massimi e minimi di accelerazione
in funzione di tali coefficienti e verificare im-
mediatamente se la legge individuata può esse-
re effettivamente realizzata dal motore che a-
ziona il trolley. Il procedimento di calcolo ga-
rantisce inoltre il rispetto delle condizioni di con-
tinuità della velocità dell'accelerazione negli i-
stanti iniziale e finale.
L'approccio adottato appare semplice da imple-
mentare, in quanto richiede soltanto l'utilizzo di
un servomotore controllato per l'azionamento
del trolley; inoltre, non essendo necessario l’im-
piego di sensori per il rilevamento delle oscilla-
zioni, il metodo proposto appare vantaggioso an-
che sotto l’aspetto economico.

G. Incerti, Università degli Studi di Brescia,

Dipartimento di Ingegneria Meccanica e Industriale.
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